PRODUIT SCALAIRE DANS LE PLAN

I Définition

1) Soient U et V deux vecteurs non nuls
A, B, C tels que GZN?; et QZPTCS
Le produit scalaire de u par V est définit pas :

u.v=AB.AC
= AB* AC* cosBAC)

2) Si l'un des vecteurs est nul
u.0=0v=0
Exemples : (+ voir cours papier)
[8]=7 er [ac]=3

cl

.\7=HG * *cos(] .\7)

BAC=2
6

E.E:Y*S*co%:ﬁf

Remarque : Si I'angle BAC est aigu, le produit scalaire est positif, si BAC est obtus, le produit scalaire est négatif,
si les vecteurs sont colinéaires, le produit scalaire est égale a1 ou -1 (si méme sens ou sens contraire)

IT Vecteurs orthogonaux

Lorsque |'un des deux vecteurs est nul ou lorsque les deux vecteurs ont des directions perpendiculaires, on a

cospy.v)=0 et u.v=0
Les vecteurs U et V sont appelés vecteurs orthogonaux.
Remarque : O est orthogonal & tous les autres vecteurs

On peut avoir U.V =0 avec deux vecteurs non nul.

AB.AC=0

ITT Produit scalaires et opérations

b)u.(v+W) =u.v+u.w
c)(au)v=u.(av)=a(u.v)

d)(ﬁ+(/)2=GZ+2(G.\7)+§2=HG 2

2+2(ﬁ.\7)+‘

o
e

e)(a—(/)2=62—2(G.(/)+(/2=“G 2

2_‘

2—2(6.\7)+‘

|

—

£)(U+v).0-V) =62—\72=Hu

ATTENTION :
o+ [l
o= =[sl- ¥
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IV Autres écritures du produit scalaire
1) Utilisant la projection orthogonale

H est le projeté orthogonal de C sur (AB)

AH est la projection orthogonale de AC sur (AB)
Cas n°1:

cosBAC) = 2—2 AH = AC* cosBAC)

AB.AC = AB* AC* cOSBAC
ABAC = AB* AH

Cas n°2:

cosBAC) =—-CcosCAH = _AH
AC

L'angle BAC est obtus.

AH =-AC*cosBAC
AB.AC = —AB* AH

2) Utilisant les normes

|AD

= AB?+ 2AB.AC + AC?

24 20V + V2

o

- > 1.0~ -
u.v=—[Hu +v‘
2

>=[s

Y
l

IV Théoréme de la médiane

=

2_‘

?]

Soit [AB] un segment de milieu I pour tout M du plan

MA? + MB? = 2MI® + £ AB®
M MA = MI + IA

M

D D est le point tel que ABDC soit un parallélogramme
AD=AB+AC=u+v
2= ‘ AB+AC

2

= (AB+AC)?

—_—— —

|
|
1

MA? = (MI + IA)? = MI?+2MI IA+ IA

) ) i WZZ(W—ﬁZZWZ—ZW.ﬁ+ﬁ2

MA? + MB2 = 2MI 2+ 21 A2

MA2+MB? =2MI2+2IA%20r IA=1/2AB

IA2=1/4AB?
21A2=1/2AR?
d'ou MAZ2+MB2=2MI2+1/2AB?

VI Relation métrique dans le triangle
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1) Théoréme d' Al Kashi
Dans le triangle ABC :
a?=b%+c?-2bc.cos A

a? = BC? = BC2 = (BA+ AC)?
= BA2+2BAAC+ AC?
ABAC =cbh. cosBACQC)
=ch.cos(A)

Or: BAAC = -ABAC = -AB* AC* cosBAC) = —c* b* cosA
D'ol : @2 =c2+b2-2bccosA

2) Dans un triangle ABC
a _ b _
sinA sinB sinC
S =1/2b.c.sinA

Si le triangle a une aire S :

VII Produit scalaire et coordonnées
(G55 j) orthonormal

| et ] orthogonaux et de méme norme égale a 1.
=[i]=

1) Expressions de UV

- >

ij=j.i=0 i

voir démonstration dans le cours papier
> |UV = XX+yy

2) Conséquences :
(1) Le carré scalaire :

GZ: X2+ y2

(2) La norme de G :

iy

(3) La distance AB :
Axsya) ; B(sys) > AB=/(Xs—Xa)2+(ys—Ya)2
A—Bz(xB—xA;yB—yA)

VIII Application du produit scalaire
1) Equation d'une droite définit par un point et un vecteur normal

Définition : Un vecteur Nest normal a une droite (D) s'il est non nul et orthogonal a un vecteur directeur de (D)

3
//v'e’.:{;j

divecteny
Cas général :
(Ol,,]) orthonormal
A(6;ye) n(aib)
(D) est la droite qui passe par A de vecteur normal n
M(xy) AM(X-X5y-})
M(x ;y) O() ¢ AM et N sont orthogonaux

& AMN=0
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& a(x-x0) + b(y - yo) = 0
“ax + by + (-a.xo - b.yg) = 0 avec (-a.xo - b.yo) = ¢
eax+by+c=0

Propriétés :

- une droite (D) de vecteur normal F](a . b) admet une équation de la forme ax + by + ¢ = 0
- Réciproquement : toute équation de la forme ax + by + ¢ = O (avec (a; b) # (0 ; 0) est I'équation d'une droite

de vecteur normal N(a: b)
Exos : voir cours papier

2) distance d'un point a une droite (cf. p 300)

Soit (D) une droite de vecteur normal Fl(a : b).
Soit A(Xa ; Ya) un point extérieur a (D). alors la distance A a (D) est égale a:

axA+byA+g
v a2+

4 La distance de A a (D) est AH, H étant le projeté orthogonal de A sur (D).

M}
H

3) Equation d'un cercle
Rappel : un cercle de centre Q (a; b) et de rayon R a pour équation : (x - a)® + (y - b)* = R?

Equation d'un cercle de diamétre [AB]:
Soit C le cercle de diamétre [AB]:
M(x ;y) O C & AMB est rectangle en M

& MA et MB sont orthogonaux
& MAMB=0
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