NOMBRE COMPLEXE ET GEOMETRIE

I Ecriture trigonométrigue d'un nombre complexe
1) Module d'un nombre complexe
a) définition :
soit z = x + iy avec x et y réels ; le module de z, noté |Z| est le nombre réel positif /X?+Yy? :
4= xvif = ey
|Z|2 = X2+ y2
Remarque : |z|2 =zz

4=z
Exemples :
[3+2i| =/9+4 =113
Remarque :

|_i + i| =1+1=42 Si z est réel, le module de z coincide avec la valeur de valeur absolue.
|_ 24+ 3i| =J4+9 =413 Deux complexes distincts peuvent avoir le méme module.

~V2-iv2|=v2+2=2
-3=+v9=3
-4=V16=4
§=25=5
o=0=0

b) Interprétation géométrique du module :

¥y M(z)

W Siz=x+iy (x ety réel) est I'affixe d'un point M et du vecteur oM , alors :
v  [4=om =|om]
o ;%

c) Propriété des modules :

|7 = 0 pout toutzdeC

|7 estunréelpositif

l4=0< z=0
2=]-4=[="zz
guelguesoientzetz' o Piz+z)
|22]=[Z|z]
1 = i avecz'20
z| |z -
Z_4 0 |
z| |7
2" =|4".n0OZz
z+2s[2+7
1
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P tel que : OP = MN
H(=) L'affixe de OP est égale a l'affixe de MN , C'est-a-dire (z-2)
; Donc OP = MN = |z - Z]
] =z
M(z)
0

Exercice :
1 calculer le module de :

1+ |1+i|‘|1+i|—£—1
C1-i -i] p-i) V2o

, = (2+3)(1-5i) L ly= |(2+3i)(1-5i)| :\/E"\/Z_Gzl
©@+iVIOWI2-i) T |@+ivioWiz-i)| V26x413

z,=@+i) - |z|=[2+] =(5)

__(3-2Y (B-2]\" _(v13) _( 13
5 - L) W

zg =1+sing +icosa - |z =|(L+sina) +icosa| = /(L + cosa)2+ costa =1+ 2sing +1=+2+ 2sina

d) Recherche d'un ensemble de points :
Exemple : soit A d'affixe z,= 3 - 2i et B daffixe Zg=1+i

Déterminer I'ensemble des point M d'affixe z tel que : |Z -3+ 2i| = |z -1- i|

Déterminer I'ensemble des point M d'affixe z tel que : |Z -1- i| =4

|z -3+2i]=|z-(3-2)
=lz-2z,4= “WH =AM
lz-1-i=|z-(1+/)
=|z-z4|= “ﬁ” = BM
z-3+2i|=|z-1-i| © AM = BM
= L'ensemble des points M cherchés est la médiatrice de [AB]

|z-1-i|=4=BM=4

I'ensemble des point M cherché est le cercle de centre B et de rayon R = 4.

2) Argument d'un nombre complexe
a) Définition :
Dans (O;u;V) orthonormal
M(z) Soit z un nombre complexe non nul OM le vecteur d'affixe. Un argument de z est une

mesure en radian de l'angle orienté (U; OM )

Remarque : O n'a pas d'argument
0 Un argument est défini a kx 27 prés k(01Z

Onnotearg(z) = 8+kx2n (kOZ)
Si @ est une mesure de (U;OM)
b) cas particulier :
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1) Si z est réel strictement positif
arg(z)= O+kx2n, kO Z

2) Si z est réel strictement négatif
arg(z)= n+kx2n,kOZ

3) Si z est réel
arg(z)= O+kxn, kOZ

4) Si z est imaginaire pur avec Im(z) >0

arg(z) = g+k><2ﬂ, kOZ

5) Si z est imaginaire pur avec Im(z)<0

arg(z):-g+k><2ﬂ, kOZ

6) Si z est imaginaire pur

arg(z)=g+k><ﬂ, kOz

¢) Argument de 2 complexes opposés :

M=) arg(-z) =arg(@z+n) (kx2n,k02Z)

RNl

H(-z)

d) Argument de deux complexes conjugués :

Miz)

HC =)

arg(E) =-argz+n) (kx2n,k02Z)

3) Ecriture trigonométrique d'un nombre complexe

Miz) Soit z=x +iy, x ety réels, |I'affixe de M de ova :
4=0m =[oM] = e+ y2

: (a ;\7) =@ =arg(z)az2mpres
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X =|Zcosd
y =|Zsing

|Z| et @ sont les coordonnées polaires de M

z=|7cosg +i|Zsiné
= z=|Z(cosA +i sind)

a) définition : soit z un complexe non nul de module |Z| et d'argument &. Alors :

X =|Zcosd
y =|Zsiné

b) exemples :
z= 2(cos£ +i sinﬂ)
3 3

14 =|2x cosg+isin’—:j
4=2

-
9—3[2771

z=2cosf+2isind=1+i/3

z= 2(cos£ =i sinﬂ)
3 3

4=2

cos@zcosz
3
sinB:—sinI—T
3
T
=—-—[2
3[ m

z= 2[cos(—’—37) +i sin(%’)]

4=y

COSH:L
}X2+ y2
sind = y

z=+2-iy3
4=V(22+ (212 =2

Cosﬁ:ﬂ
2

Sin@:__\/E
2

~g=-"
4

z= 2(cos—£+ I sin— 7—T)
4 4

c) Propriétés :
Deux nombres complexes z et z' (hon nuls) sont égaux SSI ils ont :
le méme module

le m&éme argument a 2k7 prés, K Z

2=7 - 2=

arg(@) =arg() + 2k, k0 Z
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z= |Z|(COS€ +1.5in6) | s'appelle I'écriture trigonométrique.

z=—3{zn E+3' Cos E}
6 f

z= 13- sinj—r—icosg)

& &
#cosf+isn &
z=-313sn E+ (=203 |:-::-sE

6 é

3

Z=— -3 =

2 i

|Z|:3;Z:3(_—1—3'E:|
2 2
cosé':_—l
2
gin&]:ﬂ
2
:xg:ﬂ
3
2:3(1205_ ﬁ+isin_ ﬂ)
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Tout nombre complexe écrit sous la forme COSH +iSiNG est de module 1.
|cosd +isiné| = Vcos?f +isin26 =1

4) Argument d'un produit et d'un quotient de 2 nombres complexes
a) produit
z =>|z| =>agr(z) = 6[27]
7' =>|z| => agr(z') = 6[27]
z=|Z(cosd +isinb)
Z=|z|(cosg'+ising')
2.2 =|7|z| x[(cosfcosf'~singsing') +i(cosfsing'-sinfcosd )]
2.2 =|zz|x[cos@+ &) +isin(@+8)]
|zZ| = |2 |z, argzz) = arg(z).arg(z)
6 +6'=arg(z) +arg(z)[27]

b) Inverse
z=|7x(cos +isinb)
1
|2/ (cosg +isinf)
(cosf —-isind)
(cosf +isind)(cosfd —isinb)

1 .
= —x(cosf —isinf)
2
1y
2
car:cos(6) = cosd
et sin(-6) = -sin(@)

1‘ = L -argdt) = -arg@)[27
z |z| i

[cos(60) +isin(-8)]

NIFP NIF NIFP NI

¢) Quotient

Z 1.
—=7'x=
Z

arg@zl) =arg(z) + argéz)[Zﬂ] graceaua)

argé) =arg(z') +arg(2)[27] graceaub)

d) Argument de z", nOZ

arg(z?) = arg(z) + arg(z) [2 1]
Par récurrence, on démontre que :

Pour N Z* : argz") = narg@)[27]
Pour N0 Z : arg(z") = narg@)[27]
z=|7(cosf +isinb)
(cosf+isind)"

z"=|Z"

z"=|z"

(cosn@+isinnd) Formule de Moivre.
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5) Interprétation géométrique de (z; —z,) et de %8~ Za
z. -7,
a) (z5 —2,)
B(z;) 70 -2 = B =48
A
o I: arg(fB jA) o
i Az (u; AB) = (u;OM)
o argzs —z,) = (a ;W)

M est tel quem = AB
M d'affixe (z5 —z,)
Zy =2 —Z,

Exemple :
Arg(z +i)=arg[z - (- i)]
A d'affixe -i
M d'affixe z
arg(z+i)= (U; AM)

arg(z+i)= 71
(G;AM):n

U et AM sont colinéaires de sens contraires.

Zg — Z,
Zc ~ Zp

b)

,ZC¢ZD

A et OA ont pour affixe z,, B et OB : Z, efc..

X Module :
|ZB_ZA|= |ZB_ZA| - AB
1z. -2z, |z.-z| DC

X Argument :

Z, — 72
arg>—=) = arg(z; - z,) —arg(z. - z,)
Zc — Zp
= (u; AB) - (u; DC)
= (u; AB) +(DC ;)
=(DC;u) +(u; AB)
=(DC; AB)
arg(2— 2y = (DC ; AB)[271]
Zc — Zp
avec Zo # Zy et Z; # 2,

IT Ecriture exponentielle d'un complexe
f:R-C

@ - (cosf+isind) = f(6)

6 et 8', 2 réels quelconques ;
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- |f(€)><f(H')|=|f(9)|X|f(6?')|:1><1=1

arg[f (6) x f(&)] = arg[f (§)] +arg[f (6)]

=0+6

f(O)x f(d)=cos@+8)+isin@+8)
- On admet que f est dérivable sur R
f(O)x f(d')=cos@+8)+isin@+86)
f'(6) =—sin@+icosf =i2sin@+icosd =i(cosd +isinb)
f'(@) =if (6)
On note : \cos@+ isind =¢

ie‘

Forme exponentielle d'un nombre complexe quelconque :
Soit z un nombre complexe de module o et d'argument 6.

Alors, z s'écrit 1 z= p(cosf +isind) et z= p.€? : forme exponentielle de z.

Propriétés :
Quelque soient & et 6" :

(1) ef xgf = gle+e) p'eie X,O'.eigl - ,O.p'.ei(gw‘)
(2) % el =g’ | —1i€ =g

e pel p

et o 0€° P e
(B) == g0 | PE__ P60

elﬁ pl.ele pu
4) [€9]" =€ pourtounOZ - [pe?]" = p"e"
5) [¢°| =1
Exemple :

- e =cosD+isin0=1
- e =cosrr+isinr=-1

us

/N / iE
COS—+ISIh—=¢e
2 2

mo. T mo. . -
- COS— —isin— =cos——+isin—=e
3 3 3

3
—iE T 7_7- 3
6

- e 6 =cos——+isin :——li
6 2 2

ITT Nombres complexes et transformations du plan
1) Translation

Soit T une translation de vecteur W, d'affixe zZ.. A tout point M d'affixe z, t associe le point M' d'affixe s' tel

que: MM =w
L'écriture complexe de t est :
Z'=z+2-
w
MM' = z'-z
z'-z=2z.
w

2) Homothétie
a) Définition :
Soit h une homothétie de centre I de rapport k (réel non nul)

_— —

Le point M admet pour image le point M' tel que : IM'=KIM

7
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h RN —
M(zZ) _, M'(Z) et IM'=KkIM
"
k=2 A
B! C

"B

b) Caractérisation :
- h de centre I de rapport k (réel non nul)
M - M

N - N'
Alors : M'N" = kMN

- réciproquement :
f:M > M’

f:N - N

Si, quelque soient M et N, M'N' = kMN ot kOR* ,

Alors : f est une homothétie de rapport k.

c) Ecriture complexe d'une homothétie :
h : homothétie de centre I, de rapport k (K J R*)

M(z) - M'(Z)
IM'=kIM

Soit Z, I'affixede I (z' -2 )|'affixe de YK ;(z- z)I'affixe de W

L'égalité vectorielle donne :
z'-2)=kx(z- z)

Z=k(z-z)+z
Ecriture complexe de |'homothétie.

Remarque : Une symétrie centrale de centre I est une homothétie de rapport -1.

3) Rotation

a) Définition

M' est I'image de M par une rotation de centre Q et d'angle & signifie :

QM '= QM
QM QM) =6

b) Ecriture complexe d'une rotation

M d'affixe z; M" d'affixe z' ; Q d'affixe Z,.
M- M.

T oam=aM < M o1 (pourm £ Q)
QM
_ |2~z 4
|z~ z,|
Y )
z-z,

(QM";QM) = BavecM # Q etM'# Q

- argE—22) = g[2n]
z-2z,
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D'ol 2 q pour module 1 et pour argument 8 [271]
z-z,
z-z
Q — elH
z-z,
d'ou:

2=z =(z-z4)xe”

Z'=zo +(z-zo)xe”

Ecriture complexe de la rotation de centre Q et d'angle 6.

Cas particulier :
Si Q est |'origine du repére : z, =0

i 2, =0,|2=2x€”

IV Equation complexe d'un cercle

C est le cercle de centre Q , de rayon r
Q, d'affixe z,, constante.
M d'affixe z, variable.

QM' d'affixe z - Z,

arg@ ; Q—I\/I') = @ (variable)
z-2, =r(cosg +isinb)

— ig
Z-2,=r¢

— ig
z=2z,+re

Tout point M d'affixe z du cercle C de centre Q (d'affixe Z,) et de rayon r vérifie I'équation :
z=12z,+r.e€’
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