LOGARITHME

I La fonction logarithme népérien

X > exp(x) = e*
. e Too| Lafonction"exp" est continue, strictement croissante de

: ]+ 00— sur ]0; + oo
2 U’////_/-l_gﬂn , 3 a
Donc quel que soit m réel strictement positif |'équation € =m,

d'inconnue a, admet une solution unique dans R.

2 -~
et =m
xER Inm=Ine® =a
g™ e]0; —oof exp@) = exp(lnm) =m
_4‘4—'/_,1/
- 4
L P P

Définition :
Soit m un réel strictement positif, le réel unique solution de I'équation € =m, d'inconnue a, s'appelle logarithme

népérien de m. On le note In m. A chaque réel strictement positif, m admet un logarithme népérien dont on définit
ainsi la fonction m— Inm ; X+ Inx.

Conséquences immédiates :
(1) :y=Inxet x>0 x=¢’
(2):

e°=1< In1=0

e'=e - Ine=1

(3) : pour x > 0, exp(Inx) =e"* = x

pour XOR, In(exp)) =In(e*) = x

Propriétés de la fonction In :
(1) : Inest définit sur ]0;+ o[ avaleur de R
(2) In est continu sur 10 ; + oo

1
(3) In est dérivable sur ]0; + [ avec (In)'(X) =—, avec x>0
X

Conséquences :
a) pour tout x >0, (IN)'(X)> O donc In est strictement croissante sur 10 ; + o[ d'ou, quels qu soient a >0, et
b>0:
Ina=Inb = a=»b
Ina<lnp = a<b
Inx <0 < 0<x<l1
Inx >0 = x>1
b) In(h+1) = h au voisinage de 1 (pour h petit)
f(a+h)y=f(a)+ f'(a)xh
In(h+2) = In(D)+ (In)' @) xh
=0

(ny(9 =1

X
(Iny (@ =1
Inl+h)=1xh
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(4) limites :
a) [imInx =+ (admise 1p 122)

X — +o0

lim Inx = -

x-0"

On pose X _ Slim X =+
X x-0"

Donc : s inx = liml 1
liminx =[iminG)
x 0" X - 4o
=lim¢inX)
X - 400
= —00

La courbe admet une asymptote verticale d'équation x = 0.
(B) : Tableau de variation :

% 0 1 £ +o0
(n)'(x) = L T
X |
" ﬁ#AT#ffﬁéfﬁ””
O<x<l x> 1
nx=<0 nx=>0
(6) : Courbe représentative :
- - fangente en A (1; 0) :
Y 1

a=1;f1)=In1=0;f@)==>=1

1
dot:y=x-1

- tangenteenB (e ; 1):

0=e;f(e)=lne=1;f'(e):%

d'ol: 1
y:1><E(x—e)

A(1:0);B(e: 1)
A'(0:1):B'(1:e)
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IT Propriétés fondamentales et conséquences

1) Enoncé de la propriété fondamentale
Quelques soient a et b strictement positifs :
Infaxb)=lna+Ind|

Démonstration :
- exp(lnaxb))=axb

- exp(lna+Inb)=-exp(Ina)xexp (Inb) (€

zaxb
donc exp (In(ab)) = exp (Ina + In b)
doncIn(ab)=Ina+1Inb

Réciproquement, on admettra que toute fonction f qui vérifié f(a x b) = f(a) x f(b) pout tout a > O et tout b > O est

une fonction logarithme.

2) Conséquences :
Pour tout a>0 et tout b>0:

a) In(%) =-Inb
b) In(%) =Ina-Inb

¢)Ina" =nlna, nON
d) Ina™ =-nlna

e) Inva =%Ina

Démonstrations :

a)
b><1 =1

b

1

In(bx=)=Inl1
( b)

In(b) +In(%) =0

In(%) - _In(b)
b)

a1

~=—ax=

b b

In(%) - In(aX%)

a 1
In(=)=Ina+In=
(b) b

a
In(=)=Ina-Inb
(b)

c) par récurrence  |Inaz=Ina+Ina
Inaz=2Ilna
Ina®=Ina2+Ina

Ina®=3lna
d)

In(a™) = In(in) =-Ina"=-nlna
a
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o a=(ay
Ina=In[(~/a)3 =2Inva

In\/E:%Ina

IIT Limites a connditre
1) |ljm In x = +oo

X — +oo

2) |imlnx:—

3) |i mln—x (FI) :

X — +0o
On pose X = In x c'est-a-dire : X = €*

lim X =limInx=+e

X = 400 X = 400

lim "I

JIIJ X 'm

— = +00

L'rae

lim o«

d'ou: ||m|n—x—0
Xt X

4)
lim xInx (FI)
x-0"

X =i soit x:i
X X

I|m><—I|m——+°°

x-0" X
In(X
I|m X'nX—Ilm—l (—)‘Ilm—x( InX) =]im - In(X)
X = 400 X o +o0 X
||m xIn(x) =0~
d'ou ||m——0+

. Inx .

5) Plus généralement : |j1 —— =0, pour NnON .
X — +oo X

lim X" In(x) =0, pour NO N’

x-0"

Inx _Inx_ 1
nz2.——= Xx—- n-121
X X X

x"Inx=x""xxInx (=0quandx =0)

. In@+h)
o lim——

h-0
In(lr: h) _ In@L+ :‘]) ~IN1 | estdérivablesurJ0; +oof
donc [jyy MW=L _ oy =1

h-0

. In(l+h) _
= [im =1

heo N
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:>|im)|(n—_11:1 x=1+h; h=x-1
X-1

lim&=-)=|jmh=0
-0

x-1 h

V Fonction composées

F(x) = In[u(x)]
1) f est définie sur tout intervalle I ol u(x) >0
2) f est continue sur tout intervalle I ol u(x) >0
3) f est dérivable sur tout intervalle T ot u(x)> 0

4)
Si f =vou alors f'=u%(vou)
Si f =Inou alors T
f'=u'x=—=—
u u
g =4™
u(x)
Exemple :

a) f(x) = In(-x)
f est définie, continue, dérivable sur ]-« ; O[

f'(x) _-1_1
-X X
Remarque :

f(X) =In(-x) et f'(X) -1 pour x <0
X
g(x)=Inx et g'(x)=% pour x >0

1
La fonction X+ — admet des primitives
X

F:x—Inx+kquandx>0
F :x+ In(-x) +k quandx >0
C'est-d-dire: F X In|x| +K sur tout I'intervalle contenu dans R / {0}.

b) voir cours papier.
Exercices : voir cours papier

VI Equations et inéquations
Voir cours papier
Systemes...

VII Logarithme décimal
1) Définition

Soit x, un réel strictement positif.

In x
Le logarithme décimal de x se note 10g(X) et il est définit par l0g(X) ZW
n

2) Propriétés

In1
log) =——=0
9 In10

In10
logl0)=——=1
90 In10
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Quelque soienta>0etb>0:
log(ab) =log(a) +log(b) log(ab) =

In(ab) :Ina+lnb_ Ina N Inb

In10 In10

Iog(%) - ~log(b)

|og(%) = log(a) - log(b)
log(@") =nlog(a),ndZ
log/a) = log(a)

Exemples :

log0)" =nlog@0) =n

log(4.2) (connu: tablesou calculatrce)

log(4200 =log(4.2x10%)
=log(4.2) +log(10°%)
=3+log(4.2)

log(0.042) =log(4.2x107%)
=log(4.2) +log(L0?)
=-2+log(4.2)

Avec0<a<10:

log(ax10") =n+log(a),ndZ

3) Variations de la fonction logarithme décimal

In x
10909 =110

log, définit, continu, dérivable sur ] O ; +co [

lim log(x) = -
X0 carl0>0
lim log(x) = +o

1 1
log)'(x) = X =
(log)'(x) N1

(log)'(x) > 0 sur ]0; + oof
log strictement croissante sur ]0; + oof
Courbe représentative des fonctions In(x) et log(x)

= =loga+logb
In10 In10 g g
x |0 1 10 +o
1
log (%) =115
logf %) +o
1

Nicolas MAILLARD TS2 2004 /2005 - Bar sur Aube

http://nicolas.sup.fr



