SUITES NUMERIQUES

I Rappels
1) Définition

Une suite est une fonction définie sur I'ensemble N (ou sous ensemble de N)

Equation : Suite :

R-R N - R

fixe— f(X) u:ne—u(n)

x : variable réelle n: variable entier naturel

Au lieu de u(n), on note u, I'image de n par u. u, désigne le terme général. (u,) ou u désigne la suite.

2) Modes de génération d'une suite
a) A I'aide d'une formule
u, est donnée en fonction de n
Ex:

n
=—— pournON
n+1

n

1

_ _ 2 _95
uO—O;ul—E;uz—E;u95 —

06

b) Par récurrence
C'est-a-dire qu'un terme est exprimé en fonction du précédent. Il faut connditre |'un des termes de la suite.
Ex:
s uO = 3
(un) définie par
U, =2u, —1 pourtounJN

U =2u,-1=5;u,=2u, -1=9; u; =2u, -1=17 ; Uy, = ?On est obligé de calculer jusque la.

IT Suite arithmétiques (rappels)
1) Définition
Une suite (u,) est arithmétique lorsque chacun de ses termes s'obtient en ajoutant une constante au terme
récédent. La constante d'appelle la raison de la suite.

r= l"In+:L - un
ex .

Uy = -7 Premier terme
U, =Uu,+ 2 pournON

raison

U1=-5JU2=-3;U3=-1;U4=1

2) Expression de u, en fonction de ug et r

U, =ug +n.r| pour nON

3) Relation entre 2 termes quelconques
u,=u, =(n-p)r
u, =u, +(n-p)r

4) Somme de h termes consécutifs
Si le premier terme est g, si le dernier est b, la somme de n termes consécutifs est définie par :

a+b 1* terme+ dernier teme
Nn| Soit: S= x nombredetermes

2

S=
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ITT Suite géométrique
1) Définition

Une suite est géométrique lorsque chacun de ses termes s'obtient en multipliant le précédent par une constante,

appelée raison de la suite.
un+l = un X q

raison

u
q=—"2 Siu, 20
un
Remarques :

Siq =0, la suite est la suite nulle a partir de u;.
Siq =1, lasuite est constante
Siq = -1, la suite est alternée (ou périodique de période 2)

2) Expression du terme général en fonction de g et de ug
u, =ug*xq"| ,n0ON

3) Relation entre 2 termes quelconques
— n-p
un - up xq

n-p — un
g " =—| Avec des termes non nuls
u
p

4) somme de n termes consécutifs
® Siq# 1et le premier terme est a.
la somme S de n termes consécutifs soit :

S:a><1_q
1-q
ou: S:axq -1
q-1

®Siq=1,S=axn

IV Raisonnement par récurrence
Axiome :

Soit P, une proposition dépendant d'un entier naturel n.
x S'il existe ng tel que Py soit vrai

X Si, en admettant que Py est vrai, on peut démontrer que Py.; est vraie (hypothése de récurrence ; Py est

héréditaire)
Alors, on peut conclure que P, est vraie pour tout n supérieur ou égal a ho.
Exemples :
(1) : voir cours papier
u, =0
U, =3+2u,, nN
Monftrer que tous les termes de la suite sont positifs.
Pn . "Lln > Ou
"Xn=0, up=020 donc pg est vraie
X on suppose que uy > O (hypothése de récurrence) on va démontrer que uy.; > 0
Uy =3+ 20,
u, = 0donc2u, 20
donc3+2u, 20
Donc u,,, =0
Conclusion : Pour tout n O N, P, est vraie, c'est-a-dire pour tout nOO N, uy2 0.
2

(2) (u,) est la suite définie par {
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V Suite majorée, minoré, bornée

Définition
Soit (u,) une suite.
1) (u,) est majorée s'il existe une constante M telle que pour tout M, u, < M. M est un majorant de la suite (up).
2) (u,) est minorée s'il existe une constante m telle que pour tout m, u, > m. m est un minorant de la suite (up).
3) (un) est bornée Si et Seulement Si, elle est majorée et minorée.

Exemples :

X Dans le 26 p 184 : (u,) est minorée par O et majorée par . Elle est donc bornée.

1
XU, =—,nON*
n
1
Pour tout nON*, —>0
n

1
Et d'autre part : n=1donc — <1
n

(un) est bornée par O et 1.

Xu,=n%,nON
(un) est minorée par O et n'est pas majorée.

VI Variations d'une suite
Définition
1) Une suite (u,) est croissante (strictement) lorsque pour tout n, u,, = U, (U, >U,)

2) Une suite (u,) est décroissante (strictement) lorsque pour tout n, U.,, <U, (U,,; <U,)
3) Une suite (u,) est monotone lorsqu'elle est toujours croissante ou décroissante.

Exemples et méthodes :

(1)
u, =2
U, =+/U,+1 pourtoun N

Par récurrence :
Po:i"U,, 2U."
"n=0;up=2

Uy = 4/U +1-= \/5
D'oli: U, 2 U, : P, est fausse.
P,:"u

", M
na1 SU," 1Py est vraie

X hypothése de récurrence : on suppose que U, ; < U,
Il faut démontrer que U, <U, +1

Or U, SUu,

Donc: U,,, +1<u, +1

Donc : \/ukﬂ +1< \/uk +1 car v/X conserve I'ordre.

D'ol Uy, = U,
Conclusion : Pour tout n O N, Un.1 < Uy . ¢'est-d-dire, (u,) est décroissante.

(2)

u, :2+1,nDN*
n

Pour tout n O N* :
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c
S
T
=
|
c
I

1 1
2+——)-(2+=
@+—=)-@+)
1 1

“n-1n
_n-(n+)
- n(n+1)

U, —U, =

n+l n n(n+1)
nON*, donchn>0etn+1>0.n(n+1)>0
Donc : Upg - U, <0
Donc : un.1 < u, pour tout n de N*
Conclusion : (u,) est strictement décroissante.

(3)u,= 2%, pour tout nde N

Tous les termes sont positifs

u . 2n+1
Pour tout nde N, —*% = =2>1
u

n

n

u
L > 1 S Ut > Uy (car up > 0)
u

Conclusion : (u,) est strictement croissante.

n

Propriétés :
Si (uy) est définie comme une fonction de n, c'est-a-dire : u, = f(n),
Si la fonction f de variable réelle est croissante sur [0 ; + [ (ou décroissante),
Alors, la suite (u,) est croissante (ou décroissante)

Exemples :
n+3
=——="f(n
e[
Soit f:xn—>L3n,xD[O;+oo[
X+7
/7 . 1 4
F dérivable sur [0 ; +o [ avec f'(X) =——=
(x+ 77

Pour tout x de[0 ; +o [, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur [0 ; +o [.
On en déduit que (un) est strictement croissante.

¥ = flx)

VIT Limites de suite - convergence et divergence
Uniquement quand n tend vers +co.

Définition :
1) Une suite (u,) a une limite réelle | lorsque n tend vers +w lorsque, quelque soit |'intervalle contenant |, tous les
termes de la suite sont dans cet intervalle a partir d'un certain rang. Dans ce cas la suite est dite convergente vers
l.

— 0 ultl ] )

1 1 1 I;Il
Tgy s

T
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2) Une suite (u,) a pour limite +c n tend vers +o, lorsque pour tout réel A > 0, tous les termes de la suite sont dans

I'intervalle JA ; +oo[ & partir d'un certain rang. (u,) est divergente vers + «,

—Co uﬁ gl 1H . ) +0

I g, wg

4) Une suite (u,) a pour limite - lorsque pour tout réel A < 0, tout les termes de la suite sont dans ]- « ; A[ La

suite est divergente en - o,

Propriétés :
1) Lorsque un = f(n):

Les régles de calcul vues pour les fonctions restent valables (limites de référence - opérations - théorémes de

comparaison)

2) Cas des suites géométriques :
Un=Upxq", nON
Il suffit de connaftre lim g"

X — +00

- Siq=0,lasuite (q") est stationnaire, de limite O

- Sig=1,lasuite (g") est stationnaire, de limite 1

- Siq-=-1,lasuite (q") est alternée (ou périodique de période 2) et n'a pas de limite
- Sig>1,lasuite (q") est divergente vers +o,

- Si 0<q<1,lasuite (q") converge vers O

- Si-1<q<0, lasuite (q") converge vers 0

- Siq<-1,lasuite (q") est divergente, n'a pes de limite

Ex:u,=3"'nON
q=3>1donc lim 3" =+o0

X — +0o

Etc..

3) limite de la composée d'une suite par une fonction

(fu”)}vn =f(u,)

f
n—u,— f(u,)

Soient a et b réels ou infinis.
S limu,=a
note limv, =1lim f(u)=b
ets!(lmf(X) =b |nte N +eo
-a

Ex : voir cours papier.

4) Convergence des suites majorées ou minorées
On admet que :
a) toute suite croissante et majorée est convergente.
b) Toute suite décroissante et minorée est convergente

5) Suites non majorée ou hon minorée
a) toute suite croissante et non majorée est divergente vers +
b) toute suite décroissante et non minorée est divergente vers -

Ex : voir cours papier.
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Compléments :

Soit (u,), une suite définie par unp.1 = f(uy).

Si (un) est convergente st si f est continu sur |'intervalle contenant tous les termes u,, alors, la limite | de (u,) est
solution de I'équation f(x) = x. (avec | O I).

VITI Suites adjacentes
Définition :
(un) et (vn) sont deux suites adjacents lorsque :
(1) : l'une est croissante
(2) : I'autre est décroissante
(3) nIirpw(un -v,)=0

Ex : voir cours papier

Propriété 1 :
Si deux suites (un) et (vn) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et elles ont la méme limite.

Démonstration :
On suppose que (u,) est croissante et (v,) décroissante.
(1) Montrer que v, > u, pour tout n de N.
Onvaposer: W, =V, —U,.

On étudie les variations de (w,) pour tout n de N.
Wiy =Wy = (Vg ~Upay) = (U = V)

= (Vo = Vo) + (U, —Upy)
(vn) est décroissante doncV,,; <V, pour tout nde N

Vi ~V, <0
(un) est croissante donc U,,, > U, pour tout n de N
Uy ~Upy <0

Donc W, =W, <0 & w_,; <W, & (w,) est décroissante.

On sait que (w,) est décroissante et de limite O.
w,>0

donc v, > up,

Uop < Vo

\uo< Up € oo € Up < Upeg € oo, € Vipag < vn<...<v1<vo|

(2) Montrer que (u,) et (vn) sont convergents vers la méme limite
(un) est croissante et majorée par vo donc (u,) converge vers ;.
(v) est décroissante et minorée ug donc (v,) converge vers |.
De plus, Jlrpm(vn -u,)=0
D'ot: limu, = lim v,

n - +oo n - +oo

D'ol: I] = |2

Propriété 2 :

Tout nombre réel x peut &tre encadré par deux suites (un) et (v,) telles que :
(u,) croissante, (v,) décroissante.

(v, —u,) <10™" pour tout nde N

(un) et (vn) sont adjacentes et le réel x est la limite commune des deux suites.
Exemple :

X=4/2
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2=4>215%>2142>
u, = 1<42<2 = vy,
u = 14<42<15 = vy,

12=1< 2211.42 <2/1412< j

V, —U, =1<10°
v, -u, =01<10"

u, = 141<\/§ <142 = V, V, —Uu, = 001< 10_2

U, = 1.414<+2<1415 = v,
u, =14142<+/2 <14143=v,

La limite commune aux deux suites est \/E

Autre exemple :

4
X=—
3

4
la limite commune des suites entourant X = 5 est 5

4 — —
Ou: 3 =13 ; 13 signifie : 1, avec une infinité de 3 derriere.

19=2.

u,, = f(u,)

(un) converge vers .

donc: limu,, = limu, =I

n - +oo n- +oo

et lim f(u,) = f()

d'ol : | est la solution de f(x) = x

L: '
Frin-1
pLici y=7(z)

Fil)-uy
Fi0) -y,

uu ul u2u3
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