CONTINUITE

RESOLUTION DE L'EQUATION f(x) = K

T Continuité d'une fonction
1) Définition :

- Soit f définie sur un intervalle I contenant a. f est continue ena SSI | M f(X) = f(a)

X—-a
- f est continue sur |'intervalle I SST f est continue pour toute valeur de a

Remarque : f est continue en a lorsque :

limf®=lim=1(@)

2) Exemples :

E(x), partie entiere de x :
Pour tout x de R, il existe un entier relatif n et un seul tel que N< X< n+1.
s'appelle fonction partie entiere.

La fonction E définie par E(x) = n

3<32<4 -5<-415<-4 4<4<5
E(3.2) =4 E(-4.15) =-5 E(4) =4
- Définir la fonction E pour X[—4;4]. -~
) Y

- Représenter E pour xU[—4;4].

- Etudier la continuité ena=2eta=1. 4 '
si xO[-4;-3],E(x) = -4 Sl —
Si xO[-3;-2],E(x) =-3 2] —

Si xO[-2;-1,E(x) =-2
..... 1] —
Si xO[3;4],E(x) =3 X
_4: _3: _2: = q :1 :2 :3 :4 b
Ena=2 -1
[1:;2],E(x)=1 |
[2;3],E(x)=2 -2
[imEQX) =1 [IMmEQX) =-2 |
X2 X -1~ -3 on peut anssi les
. . R T mnoter: ——
[IMEX) =2 limE® =-1 .
x- 2" x--1* i
Donc la fonction n'est pas continue en x = 2 ni en

x = -1 mais elle est continue a droite de 2" et de -
1":

lIMEX =E®2) ;
X 2"

La fonction est discontinue pour toutes les valeurs entiéres.

[iIMEM) =E(-1)

x--1"

3) Continuité et fonction usuelles
a) si f et g sont définies sur un intervalle I contenant a:

si f et g sont continues ena, alors f +g,f x g, a f (o0 @ est une constante),

%( si g(a) #0) sont continue en a.

f
b) Si f et g sont continus sur I, alors f + g, f x g, — g(X) Z Opour tout x de I sont continue sur I.
g

c) Conséquences :

Les fonctions polynomes et les fonctions rationnelles sont continues sur tout I'intervalle de leur ensemble de

définition ainsi que les fonctions sinus et cosinus.

d) la fonction X+ \/; est continue sur l'intervalle [0 + oo [
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e) Les fonctions composées a |'aide des fonctions polyndmes, rationnelles, sinus, cosinus, et racines sont continues
sur tout I'intervalle de leur ensemble de définition.

X+>v/4—3X : définit sur:] —c ; g]

IT Théoréme des valeurs intermédiaires
Enoncé : sois f une fonction définie et continue sur un intervalle I contenant les réels a et b.

Alors : quel que soit k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins une valeur @ comprise entre a et b telle que
f(a)=k

Il existe @, compris entre a et b tel que f(a )=k.

f(al) = f(a2) = f(a3) =k

J&)

F discontinue en X,. Il existe des réels k entre f(a) et f(b) qui n'ont aucun

antécédents entre a et b.

i
/Uxu b

IIT Fonction continues et strictement monotone sur un intervalle

1) Soit une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b], alors :
Quelque soit k strictement compris entre f(a) et f(b), il existe un réel@ unique dans Ja ; b[ tel que f(a) = k.
(ce qui signifie : "I'équation f(x) = k admet une solution unique @ dans Ja; b[").

2) Plus généralement, soit f est définie, continue et strictement monotone sur un intervalle I. Soit | et I'
réels ou infinis, les limites de la fonction aux bornes de I, alors : quelque soit k strictement compris entre | et I', il
existe @ unique dans I tel que f(a') = k.
L'équation f(x) = k admet une solution unique @ dans I.

3) Résolution d'une équation
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£lx) +

) '\+0:: +co
/ \1

f est continue et strictement croissante sur | —oo; @[
f est continue et strictement décroissante sur ]a; +oof

x [ —oa C}I +C0
[

Equation f(x) = 0
(1) f continue et strictement croissante sur ] —oo; a[
avec |imM f(x) =-c et |jm f(x) =+
X =00 X—a~
(2) f continue et strictement décroissante sur ]a; +oof

avec |[imMf(X) =+ et |jmf(x) =1

X a+ X — 400
quelque soit x > a, f(x) 1.
=>1'équation f(x) = 0 n'a pas de solution dans ]a; +oo[ .

Conclusion : |I'équation f(x) = O admet une seule solution dans Df, telle que a <a.

Pour f(x) = 2 : (avec le méme développement)

(1) a1, solution de f(x) = 2 dans | —0; g

(2) a2, solution de f(x) = 2 dans]a; + oo

Conclusion : I'équation f(x) = 2 a deux solutions : al et a2 tel que al<aet a2>a.

Cette méthode est utilisée quand on n'a pas d'autres moyens plus simples pour résoudre d'équation.

4) valeur approchée des solutions de f(x) = k
Ex:f(x)=x3-3x+1
On cherche a résoudre |'équation f(x) = 0
On étudie f. f est une fonction polyndme définie et dérivable sur R avec f'(x) = 3x? - 3= 3(x + 1).(x - 1)
Signe de f'(x), et variations de f :

* — -2 Crl -1 532 1 533-+GG
£(x) + - +

; /3\9\ /g/m

0 —1

limf)=limx’ =-

lim f () =[jmx’ =+
f(-1)= 3
£(1) = -1

b) Equation f(x) = 0
® Sur | —oo;=1], f est continue et strictement croissante avec |jm) f(X) = - et f(-1)= 3.

X — —00
Or O[] —o0; 3[ donc il existe une valeur unique a1 telle que al<-let f(al)=0
® Sur [-1; 1], f est continue et strictement décroissante avec f(-1) = 3 et f(1) = -1.
Or 0[] -1; 3[ donc il existe une valeur unique a2 telle que f(a2)-0 et —1<a2<1

® Sur [1; +0o[ , f est continue et strictement croissante avec |jm f(X) =+ et f(1) = -1.

X — o0

Or 0[] -1; + oo donc il existe une valeur unique a3 telle que f(@3)=0et 1<a3.
En conclusion, on a trois valeurs : @l<-1, —1<a2<1,et 1<a3.
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¢) valeur approchée des solutions
Deux méthodes
- Méthode par balayage

Pour al :
a<-1
f(-2)=-1
(-2) 00)-1;3 donc —2<al<-1
f(-)=3
f(-1.9 =-0.16
(-1.9) 000 -0.16;0.57] donc —-1.9<a1<-1.8
f(-1.8) =0.57

p— = - -3
F(-188)=-41071 4 _4102:0.07 donc ~1.88<al<-1.87
f(-1.87)=0.07
f(-1.880) = -4.10"°

0[] -4.107°;2,9.107°[ donc -1.880< al< -1.879
f(-1.879)=29.10"°

- Méthode par dichotomie
Pour a2:

f(—l)=3} 00[-1;3] donc -1<a2<1
f()=-1

f(0)=1>0

f(0.5)=-0.37<0
donc 0<a2<0.5
f(0)=1>0

f(0.25) =0.26
donc 0.25<a2<0.5
f(0.5)=-0.37

f(0.375)=-0.07<0
donc 0.25<a2<0.375
f(0.25)=0.26>0

Valeur approchée de a3 a 107 preés
a3>1

f()=-1
(2)=3
f(1.53)=-0.01<0

donc 1.53<a3<1.%4
f(1.54)=0.03>0

1.53 est une valeur approchée de a3 & 107 prés par défaut.
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