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Chapitre 2 

Fonctions usuelles 
Logarithme : 

1
ln( ) ln( )

x
x t dt= ∫    

- ln(ab) = ln(a) + ln(b) 

- 
1

ln ln a
a
  = − 
 

 

- ln ln ln
a

a b
b
  = − 
 

 

- 
1 1

ln ln( )
nn

k k
k k

a a
= =

 ∏ = 
 

∑  

- ( )ln ln( )na n a=  

 

lim ln( )
x

x
→+∞

= +∞    
0

lim ln( )
x

x
+→

= −∞     
1

ln( )
lim 1

1x

x

x→
=

−
 

 

Si f est dérivable en a et f’(a) ≠ 0  alors f-1 est dérivable en f(a) et ( )1 1
' ( )

'( )
f f a

f a
− =  

Avec f strictement monotone et continue 

 

Exponentielle : 
exp(x) = y � x=ln(y)  f=ln ; f-1 = exp 

On sais que : ( )1
1

1
'( )

'( ( ))
f x

f f x
−

−=  => ( )'1 1 1
exp'( ) ln ( ) exp( )

1ln'(exp( ))
exp( )

x x x
x

x

−= = = =  

=> exp’(x) = exp(x) 

 

exp(a + b) = exp(a) x exp(b) 

ln(1) = 0 et exp(0) = 1 

exp( )
exp( )

exp( )

a
a b

a
= −  

lim exp( )
x

x
→+∞

= +∞ lim exp( ) 0
x

x
→−∞

=
0

exp( ) 1
lim 1
x

x

x→

− =  

 

Pour n∈�  
� � �

n fois n fois

exp( ) exp(1 1 1 ...... 1) exp1 exp1 ..... exp1n

e ë e

n e= + + + + = × × × =
������� �����������

 

On prolonge dans �  : exp(x) = ex 

 

Logarithme de base a : 

ln
log ( )

lna

x
x

a
=     (ln = loge) 

( )' 1
log ( )

lna x
x a

=  ; loga(1) = 0 

loga(xy) = loga(x) + loga(y) 

 

Formule de changement de base 
logb(x) = logb(a) x loga(x) 

1log loga

a

x x= −  



Nicolas MAILLARD  –  PCSI 2006 / 2007  –  Chrestien de Troyes (Troyes)  http://nicolas.sup.fr 2 

Exponentielle de base a : 
expa(x) = y � x = loga(y) 

lnexp ( ) x a
a x e=  �  

 

 

 

 

 

expa’(x) = lna.expa(x) ;  expa(0) = 1  => e0.lna = 1 

expa(x+y) = expa(x) × expa(y) 

1
exp ( )

exp ( )a
a

x
x

− =  

ln(an) = nln(a) �an = en.ln(a) = expa(n) 

 

On prolonge par notation expa(x) = ax 

 

Puissances : 

:P x xα
α �  

ln xx eα α= , fonction indéfiniment dérivable 

 

Dans l’étude de la fonction, il faut distinguer 3 cas : 

0α ≤  ; 0 1α< ≤  ; 1α ≥  : la forme des courbes change. On regarde aussi la concavité par l’étude des variations de la 

dérivée (par le signe de la dérivée seconde) 

On peut aussi étudier la limite du taux d’accroissement  

 

Comparaison logarithme/exponentielle et puissances 
ln

lim 0
x

x

x→+∞
=  

On revient à la définition du ln. 

 

( )ln
lim 0
x

x

x

α

β→+∞
=  

0
lim(ln ) 0
x

x xα β
+→

× =  

lim
x

x

a

xα→+∞
= +∞  

lim 0x

x
x a

α

→−∞
× =  

 

Fonctions hyperboliques 

:
2

x xe e
sh x

−−
�    :

2

x xe e
ch x

−+
�  

ch’(x) = sh(x)   sh’(x) = ch(x) 
sh est impaire et ch est paire  sh0() = 0 ch(0) = 1 

( )
lim
x

sh x

x+∞
= +∞

�
   

( )
lim
x

ch x

x+∞
= +∞

�
 

ch’(0) = sh(0) = 0 

sh’(0) = ch(0) = 1 

T : y = x est la tangente de sh en 0 

sh(x) > x de 0 à +∞  et sh(x) < x de −∞  à 0. 

� position de sh par rapport à sa tangente en 0 

ch²(x) – sh²(x) = 1 

ln

ln(exp ( ))
log (exp ( ))

ln
ln ln(exp ( ))

exp ( )

a
a a

a a

x a
a

x
x x

a
x x

e x

= =

=

=
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2

2

( ) 1
( )

( ) 1

x

x

sh x e
th x

ch x e

−= =
+

   ;  
1

'( ) 1 ²( )
²( )

th x th x
ch x

= − =  

Fonctions hyperboliques réciproques 

- argsh(x) = y � x = sh(y)  sur �  et 
1

arg '( )
1 ²

sh x
x

=
+

 

- argch(x) = y � x = ch(y)  /!\ sur [1; [+∞   et  
1

arg '( )
² 1

ch x
x

=
−

 

- argth(x) = y � x = th(x)   /!\ sur ]1 ; 1[   et 
1

arg '( )
1 ²

th x
x

=
−

 

 

Fonctions circulaires directes 
sin²(x) + cos²(x) = 1 

sin
tan

cos

x
x

x
=  

sin’(x) = cos(x)   ;   cos’(x) = -sin (x)   ;   
1

tan' 1 tan ²
cos ²

x x
x

= = +  

Formules trigonométriques : 

cos( ) cos cos sin sin

sin( ) cos sin sin cos

cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

+ = −
 + = +
 − = +
 − = −

 

tan tan
tan( )

1 tan tan

a b
a b

a b

++ =
−

 

[ ]

[ ]

[ ]

1
cos cos cos( ) cos( )

2
1

sin cos sin( ) sin( )
2
1

sin sin cos( ) cos( )
2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

 = − + +

 = − + +

 = − − +


 

cos cos 2 cos cos
2 2

sin sin 2 sin cos
2 2

sin sin 2 cos sin
2 2

cos cos 2 sin sin
2 2

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

 − + + = ×   
 + − + = ×    


+ −  − = ×   


− +  − = − ×   

 

sin 2 2sin cos

cos 2 cos ² sin ² 1 2sin ² 2cos ² 1

x x x

x x x x x

=
= − = − = −

 

 

et avec tan
2

x
t = , 

1 ²
cos

1 ²

t
x

t

−=
+

  ;  
2

sin
1 ²

t
x

t
=

+
  ;  

2
tan

1 ²

t
x

t
=

−
 

sin( ) sin           sin( ) sin

sin cos           sin cos
2 2

x x x x

x x x x

π π
π π

+ = − − =

   + = − =   
   
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car sin est 2π  périodique et impaire et cos est 2π  périodique et paire tan est π  périodique 

 

cos( ) cos

cos( ) cos

cos sin
2

cos sin
2

x x

x x

x x

x x

π
π
π

π

+ = −
− = −

 + = − 
 

 − = 
 

                                                              

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]

2
cos cos

2

2
sin sin

2

tan tan

a b
a b

a b

a b
a b

a b

a b a b

π
π

π
π π

π

 == <=> 
= −

 == <=> 
= −

= <=> =

 

 

Fonctions circulaires réciproques 

- arcsin(x) = y � x = sin(y) [ ]1;1 , ;
2 2

x y
π π ∀ ∈ − ∀ ∈ −  

 

] [ 1
1;1 ,arcsin'( )

1 ²
x x

x
∀ ∈ − =

+
 

sin(arcsin(x)) = x avec ] [1;1x∈ −   et arcsin(sin(x)) est définie sur �  

 

- arccos(x) = y � x = cos(y) [ ] [ ]1;1 , 0;x y π∀ ∈ − ∀ ∈  

[ ] 1
1;1 ,arccos'( )

1 ²
x x

x

−∀ ∈ − =
−

 

cos(arccos(x)) = x avec [ ]1;1x∈ −   et arccos(cos(x)) est définie sur �  

 

- arctan(x) = y � x=tan(y) , ;
2 2

x y
π π ∀ ∈ ∀ ∈ −  

�  

1
,arctan'( )

1 ²
x x

x
∀ ∈ =

+
�  


