Chapitre 6
Equations différentielles

Fonction a valeur complexe :

F dans C et u et v des fonctions dans R
f(X)=u(xX)+iv(x) ; F')=u'X)+iv'(x) ; AF)(X)=Af'(X): (fg)'(x)=f'g-g'f ; (%j :f_
(feg)'=(f°0)9'

e’ =€'e” =¢e*(cosy +i siny ); €| =€™® ; Arg(e’) =Im(2) : avec z=x + iy, zOC et (x,y)OR2

e =e’e” ; (&F)" =¢€"

Soit @,(X) =€™ : c'est une solution de x' = ax sur R et @, est dérivable sur R
f'=af : f=A¢, ,A0C

Equation différentielle du premier ordre :

(E):x'=a(t)x+b(t)

@ solutionde (E): @'(t) = a(t).¢(t)+b(t)

(Ey):x'=a(t)X : équation homogéne associée a (E)
I - K

S) = ta u)du
T Iars

Pour tout couple (t,,a)01 XK, il existe une seule solution de (Eo) qui vérifie la condition initiale X(t)) =a .

‘a(u)d
X(t) = a’eItla o Unicité : on prend x; et x; : 2 solutions de (Ey) et on trouve que x; = x;.
(E):x'=a(t)x+b
(E,): X' =a(t)x

f est solution de (E) SSI f - y est solution de (Eo)

y solution de (E) (c'est une solution)

. _ J.;a(u)du
- f solutionde (E) & f(t) = ZKQ + JAe

Solution  Solution général
particuliére de ()
de (E)

S:{(//Hlej'tt a(u)du ou ¢ est solution de (E) ét] }I

Résolution :
On résoud (EOQ) puis on détermine une solution de (E)
- Solution évidente de (E)
- Principe de superposition
- Méthode de variation de la constante (cf. physique)

A= j% est une solution de (E)

, . . X N X '
Rappel : intégration par parties : jo u'v= [uv]o _IO w
X'=ax+Db (aetb 2 fonctions de I dans K Il y a une seule solution tel que X(t,) =a
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Equation linéaire du second ordre a coefficients constants :

Solution complexes :
Solution aux équations homogénes : de I dans C
L'équation est de la forme : X"+ax'+bx=c(t) c: deI dansK

On forme le polyndme caractéristique.: r? +ar+b=0

| - C
SiA=0: A, @)0C2
' S°:>t|—>()lt+y)e (A H)
| - C

SiA£0:
' S):>t|—>/]e"‘+/,le‘3t

ou a et [ sont 2 solutions du polyndme caractéristique.

Théoreme : (Eo) admet une solution unique : f(to) = A et f'(to) = B

Solutions réelles :
x"+ax' +bx=0
- 1"cas:r?+ar+b=0; A=0; t (Mt+p)e"
28" cas:ir2+ar+b=0; A>0;ryry: t Ae™ + pe?
- 3™casir?+ar+b=0;A<0:r=a+if, r,=a-if
t— €™ (Acospt + u singt |
S>(E): x"+ax'+b=c et (Ep): x"+ax'+bx=0

f(t)=A
(to, a ,b) donné : Il existe une unique solution f de (Eo) tel que : f soit réelle et { ¢ ((f[))) -
o) =

On démontre de la méme maniére que pour les complexes.

Résolution de Iéguation compléte :
Soit y une solution de (E)

f:l - K est solution de (E) SSI f-y est solution de (Eo)
S={f =y +¢ avecp0S}

-> résoudre léguation homogéne puis trouver une solution particuliére de (E)

Principe de superposition :

Si C=ch et si OKO{L,...,n}, @, est solution particuliére.
k=1

n
Alors @ = Z¢k est une solution particuliére de (E).
k=1

Avec un second membre sous forme de polynome :
(E) : x"+ax' +bx = CP(T)
P est un polynéme de degré n :
« Si b#0 :(E)aune solution particuliére de degré n

« Sib=0et a#0 :(E)aune solution particuliere de degré n+1
« Sib=0eta=0:(E)aune solution particuliere de degré n+2
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Avec un second membre sous forme exponentielle et polynéme :
(E): x"+ax' +bx = ek*.gv(‘r) et P(t) de degré n
(Ec):r?®+ar+b=0
* Sikn'est pas solution de (Ec) : (E) a une solution de la forme t et g%(f) avec g:{ (t) de degré n

» Sik est une racine simple de (Ec) : (E) a une solution de la forme t = ek Ef)(f) avec ff(‘r) de degré n+1

«  Sikest une racine double de (Ec) : (E) a une solution de la forme t > € CUV (t) avec GU (t) de degré n+2

Existence et unicité de la solution
Soit ¢ une solution de (Eo) ne s'annulant pas sur I

y:I - K tel que X=¢y

x est une solution de (E) SSI y' est une solution d'une équation différentielle linéaire du 1°" ordre
> @Yy prend la place de x dans (E)

= Méthode de résolution quelque soit ¢ (second membre) c continu sur I
Théoréme :

f(t,)=A

Il existe une solution unique f de (E) tel que :
q (E)telq {f'(to):B
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