Chapitre 9
Structures algébriques

I Loi de composition interne (= opération)
Définition :
* Une loi de composition interne (Ici) sur un ensemble E est une opération de E x E dans E.
Exemple : x ; + sont des Ici sur C

«  Unelci * sur E est associative SST (X, y,z) JE®,x*(y* 2 =(x* Y* z

+  Unelci * sur E est commutative SSI [(X, y)OE2,x*y=y* X

« E,munidunelci*; allE ;
* aestrégulier a droite lorsque : J(X,y)OE2:x*a=y*a= x=y
* aestrégulier & gauche lorsque : (X, y)UE2:a*x=a*y—=x=y
* aest régulier quand il est régulier a droite et a gauche

Remargue : Si * est commutative alors a régulier a gauche < a régulier a droite < a régulier (On dit aussi a
simplifiable).

« Emunidunelci* elJE
0 E est neutre a gauche (& droite) par * dans E lorsque : XLJE,a*x=x (x*e=X)
0 E est neutre si neutre a droite et neutre a gauche : €* X=x* €= X

Proposition :
E muni d'une Ici *. Si e est neutre par * dans E, alors e est unique

exe =e ,
Démo : e et e’ 2 éléments : . (—~e=e
e*e =¢

Définition :
E muni d'une Ici * : e neutre pour * dans E, XU E
X est symétrisable SSI Ly IE,x*y=y* x=e

Remarque : I'existence d'un symétrique suppose qu'il y a un élément neutre.

Proposition : E muni d'une Ici * associative, e élément neutre XU E ; si x est symétrisable alors son symétrique est
unique
Démo : X1 et Xz, 2 symétrigues de x

X1 *x=x*xz-e

X;¥xX=x%x

(X1 *x) *x; = (X2 * x) * x;

X1 ¥ (x *x)=x % (x *x1) (associativite)

X7 *e-= X *e

X1 = Xp

Notation : Une Ici commutative peut €tre notée + ; une Ici sans info sur sa commutativité peut tre notée « (x +y ;
Xy ou Xxy)

Proposition : E muni d'une Ici * associative. E I'élément neutre, X E, y(OE Si x ety sont symétrisables (x™ ; y?),

alors x * y est symétrisable et (x * y)* ) y* * x*

On démontre dans un sens, puis dans lautre.

IT Groupes

Définition :
* (G6X*)est ungroupe si * est associative ; * admet un élément neutre : tout élément de G est symétrisable
*  (6*) est un groupe commutatif si * est commutative
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On le note (G,+) si il est commutatif, sinon, on le note (G, )

Proposition :
(6,%) est un groupe, tout élément de G est régulier

Définition :
(6, *) est un groupe H non vide partie de G : H est un sous groupe SSI :
1) H stable par « (& O(X,y)OH2,xeyOH)

2) OxOH,x*OH

Théoreme :
Une partie non vide H d'un groupe (G, *) est un sous groupe de (6, ) SSI :
O(x,y)OH2,xy ™" OH

Corollaire : (G, *) un groupe, e, I'élément neutre de (G, *)
Si H est un sous groupe de (G, *) e est forcément dans H
Si H est un sous groupe de (G, ), (H, ) est un groupe pour .

Sous groupe propre : différent du groupe et non réduit ae.
Propriété : A et B : 2 sous groupes de (G, ») 2 A1 B sous groupe de (6, *)

« f est un morphisme de (61, ) dans (62,*) quand : LI(X, y) U (G)?f (Xey) = f (X)* f(y)
« f est unisomorphisme si f est un morphisme bijectif

» 1endomorphisme : de (6, ¢) dans (G, *)

» 1automorphisme : endomorphisme bijectif

Propriété .
(61, *) es neutre ; (62,*) e neutre ; f : un morphisme de (61, *) dans (G4, *)
1) fled=e:

2) OxOG, f(xH)=fx)™
3) SiHjestunsous groupe de (61, *) >f(H:) est un sous groupe de (G, ,*)
4) SiH, est un sous groupe de (62, *) @ f(H.) est un sous groupe de (61, *)

Définition :
1) f(61) est un sous groupe de (62,*) Pon note Im(f) (image de f)
2) f* ({ ez}) ={x0G,f(x)=¢} ; f* ({ ez}) est un sous groupe de 6; & on note Ker(f) (noyau)

Propriétés :
F est injective SST ker(f) = {e:}

ITT Anneau et corps
* (A+x)estunanneau si (A,+) est un groupe commutatif ET x doit tre distributive par rapport a + et x
associative ; X admet un élément neutre.

e 04:élément neutre de +; 1, élément neutre de x.  symétrique de a, all A : -a pour +
symétrique de a, alJ A : a™ pour x

e nUOZ :n2l1l:na=a+a+..+a
OG:OA
n<0: na=(-n)(-a)
n>l:a"=axax..xa
a® = 1, (conversion)
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« (A#rx)unanneau < UaldA0,xa=ax0,=0, etsi 0, =1, : Aestunsingleton

« SiCardA>1 0,#1,

« Si O(a,b)0A% (-a)xb=ax (-b)=—-(axb)

- -l,xa=-a (-a)x(-b)=axb
ax(b-c)=axb-axc
(b-c)xa=bxa-cxa

Définition : (A, +, x) est un anneau commutatif si x est commutative.

Théoréme : (A,+,X) un anneau,
Soient a[JA et b[JA telque:axb=bxa

n
OnON, (a+ b)n = ZC,'fa" xp"k Formule du binome de Newton
k=0
Démonstration : par récurrence,; ax b = b x a et changement d’indices.

Propriété :
(A+x)unanneau alJA ; bOA; nON ;axb=bxa

Corollaire : (A +,X) un anneau

OxOA, x" -1, :(x—lA)(nz_lx"] :(n_lka(x—]ﬂ)

k=0 k=0
Remargue : Si (x - x4) est inversible :

(x” —1A)(x—1A) ::Z;;x"

Définition : (K *,x) est un corps si
«  (K,+,x) est un anneau commutatif
«  Tout élément de K™ = K/{O} est inversible pour x

Exemple de corps : (R,+,X)
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