Chapitre 10
Espace vectoriel

K=R ouC
I Structure d'espace vectoriel

Un espace vectoriel :
On appelle K-espace vectoriel fout ensemble E muni :

ExE - E
+ d'une loi interne +:
(X y) > x+y
dune loi ext KxE - E
une loi externe x : (1. X) s AX

E est un Kevsi:

1. (E+) est un groupe commutatif
OA, ) OK2,OXOE, (A + )X =AX+ ux
OA0K, O, y)OEZAX+Yy)=AX+ Ay
O, ) OK2,0OxOE,A (ux)= (Au)x
OxOE,Ix =X

ok~ wn

Remarque : Si K ne change pas, on parle d'espace vectoriel ; On parle de vecteurs dans un Kev et de scalaires dans K.

Exemple de référence :

F un Kev (F,+,°*)

X un ensemble quelconque

F(XF) : ensemble des applications de X dans F

FOFXF) ; gUFXF
f+g: X 5> F

X f &rgk)
f+g OF(XF)

Loi interne dans ?(X,F)

A0K, f OFXF)
Af: X S F

X Af )
Af O0FxF)

Loi externe sur K

(?F(X,F),+,-) est un espace vectoriel
e« AX=0< A=0o0ux=_C(
o (A=p)X=AX— ux
o A(X-y)=Ax-Ay

o -lx=-x

IT Sous espace vectoriel
FestunsevSSI F#0 ; U(x,y)OF2x+yOF (stable par +); 0(A,X) DK xF,AXOF (stable par x)
(E+, ¢)estunKevet FunsevdeE,alors F(+,*) est un ev

- Pour montrer que F est un ev, on montrera qu'il est un sev d'un ev plus grand.

EunKef. Si Fet G dont 2 sev, alors F (G est un sev
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I un ensemble, & chaquei Il , on associe un ensemble E;, (E ), : famille d'ensemble indexée par I

NE={x(0i01x0E)} et UE={x(d01x0E)}

iol

Fisevde E: [1E estunsev

il

L'intersection de tous les sev de E contenant A est un sev de E contenant A. C'est LE sev engendré par A.
On le note Vect(A).

Remarque : Vect(a) est le plus petit sev de E contenant A.

ITT Application linéaire

E et F 2 Kev ; Une application f de E dans F est linéaire lorsque :
> O y)OE% f(x+y)=f(x)+f(y)
> HAOK,OxOE, f(AX)=AT(X)

» Unisomorphisme d'ev est une application linéaire bijective.
*  Un endomorphisme d'ev est une application linéaire de E dans E.
*  Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Une application linéaire de (E +x) dans (F,+,*) est un morphisme de groupe de (E,+) dans (F +).

f(E,F) : ensemble des applications linéaires ; i(E) : ensemble des endomorphismes de E ; Aut(E) : ensemble des

automorphismes de E.  Id: [ Aut(E)

Image et Noyau
E un ev, f(E) est Im(f)

xOker(f) = f(x)=0

Si ker(f ):{ OE} alors f est injective

(L(E), +, o) est un anneau

M (f+g)*=f*+fog+gof+g®
Si f est un isomorphisme de E dans F alors f est un isomorphisme de F dans E.

L'ensemble des automorphismes de E muni de la loi o est un groupe noté GL(E) (groupe linéaire)

IV Somme de 2 EV
x x UF,x,0F,, x+x,0F+F,
xFietF,2sevdeE, Fi+F,estunsevdeE

Somme directe : F,NF,={0} - F,OF,
La somme F, +F, est directe & OXOF +F,, X, X,)0F xF, X=X+X,
Sous espaces supplémentaires :

Fi et F, sont supplémentaires lorsque leur somme est directe ET Fy + F, = E
> E=FUF,

Théoréme : EetF2Kevet f(E,F)
Im(f) (= f(E)) est isomorphe a tout supplémentaire de ker(f)

Nicolas MAILLARD - PCSI 2006 / 2007 — Chrestien de Troyes (Troyes) 2 http://nicolas.sup.fr



V Projecteur
Un projecteur : Pop=p

Im(p) ={x, p(x) =%}

X SixOA

0six[IB

P un projecteur : Im(p) = Ker(Ide - p) et Im(p)UKer(p)=E

Une projection : Ppg(X) =

Soif p un projecteur, c'est la projection sur Im(p) parallélement ) Ker(p) => Py 0 ker(p)

VI symétries
AlB=E

S, (%) X sixA
X) =
B -x sixOB
SA,B © SA,B =1d;
f est une involution lorsque f o f = Idg
f une involution < f est la symétrie par rapport & Ker(f - Ide= et parallélement a Ker(f + Idg)

Relation entre projection et symétrie :
SA,B = 2pA,B —ld;
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