Chapitre 24
Déterminants et systémes linéaires

I Déterminant d'une famille de vecteur
1)Cas n=2

Définition :
E un K ev de dimension 2. B = (e; ; e;) une base de E
(up; up) UE? uw=xie+xXze;
Us=Yyier+yze;

le nombre

On appelle déterminant de la famille (u; ; uz) dans la base B, et on note det; (U, U, )= ‘)):12 ;/1
2

XY, = XYy

La famille (u,v) est liée Si et seulement Si, det; U,v)=C
= (u,v) est libre < det; U,v)# C

2)Casn=3
On appelle déterminant de (u,v,w) dans la base B le scalaire :
X Y 4
z z
X Y, 4 lei//z Zz _Xzzl Zl+X3§l j
3 3 3 2 2
X3 Y3 Z3

Le déterminant dépend de la base.
Regle de Sarrus, vue au chapitre 5 Géométrie 3D

Detp (u + t,v,w) = Detp(u,v,w) + Detp(t,vw) etfc..
Dety est une application alternée.

Si Dety contient 2 vecteurs égaux, alors le déterminant est égal a 0.
Dety est antisymétrique - Detp (u,v,w) = - Detg (w,v,u)

IT déterminant d'une matrice
A LM, (K). On appelle déterminant de A et on note det A le déterminant dans la base canonique de la famille des
colonnes de A.

det(A)= det(A

Propriétés :  det(In)=1

det@A)=a" detA (attention)

det (AB) = det A x det B

A inversible (A [ GL,(K) & det A #0
1

A inversible. det(A™)=
det(A)

>(uyv,w)liée © detz (uyw)=0

ITT Déterminant d'un endomorphisme
E Kev, Bet B' 2 bases de E
On adet(matr, f )= det(natr,. f ) ce nombre est le déterminant de I'endomorphisme f.

Avec F une famille de vecteurs de E, B et B' 2 bases de E.
det, (F )=det. Bx det £ avec det, B=matr (R, )
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IV calcul pratique du déterminant

1) développement par rapport a une ligne / colonne

On choisi une ligne ou une colonne : on développe en multipliant chaque terme de cette ligne / colonne par son
cofacteur (déterminant d'ordre 2 obtenu en supprimant la ligne et la colonne de ce terme.) E on multiplie par 1 ou -1

selon le tableau suivant :

+ - +
— + j—
+ - +
Exemple :
Xy Z
y
y 0 = _Y‘h t
z h t

2) Utilisation de la trilinéarité
aa,+b, x X a, X X b, x X
aa, +b,, X X=ala, X X+b, X X
aa, +by,, X X ay X X by X X
det@u+v,wt)=a detg wt } det(wt,

3) Déterminant d'une matrice triangulaire
a, X X

0 a, X|=aa,As Enparticulier, les matrices diagonales)

0 0 a;

4) remplacement d'une ligne et d'une colonne

Z
‘ =-y(yt—hz) (On retrouve le développement du cours en appliquant a la premiére colonne)

On ne change pas un déterminant en remplagant une colonne par la somme de celle si et d'une combinaison linéaire des

autres.

V Systémes affines
Systeme f d'inconnues (x1, .xp) OKP :

a X .. tapX, =b;
£ 4
ayX t..tapX =D,

fest appelé systéme affine S l'ensemble des solutions de .
1Tl s'agit de savoir si S# Oet d'expliciter les éléments de S.

Interprétation matricielle

X
X=|: S deviens AX = B
XP

(x1, ..., xp) solutions de f si et seulement si AX = B

Interprétation vectorielle
x est solution de f si et seulement si f(x)=b

s=17({b}) ={xOK", f(x) =b}
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Interprétation affine p = 3
alle + a'12x2+ alSX 3: b 1
: S est l'intersection de n plans affines.

8%, + 8%, + 8, X3 =h,

Résolution
Le systéme est dit de Cramer lorsque n = p (A est carrée) et A inversible (det A # 0; rg(A) = n)

n=3:
a, X taX,ta,X,=b,
AX =B = 13, X ta,X,ta,x;=b,= XC +xC #xC 7B
8y X, TagX,tasX,=h,
x detA=x, detC, €, C, F deXC,C,C, ¥ deB-xC ~xC.G.G,J d8(C C.,

b.l a12 a13
b, a, a,
a
et:|X = %EA)B idem pour x; et x3 . Formules analogue pour n = 2

Systéme homogéne
Le systéme fest dit homogene lorsque by = b, = ... = b, = 0

x solution de f & f(x) = 0 donc S = Ker(f)
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