Chapitre 28
Fonctions de 2 variables

I Normes sur R?2

Définition : E un R ev, une norme sur E est une application N: E - R telle que :
1) OuOE, N@U)=0et OuOE, NU)=0=u=0

2) DAOR, DuOE, N (Au)=|A|N )
3) DUV)UEZN(U+V)s NUu)+N(v)

Définition : E un ensemble. On appelle distance sur E toute application d:E2? — R telle que :
1) O(u,v)UE2dUu,v)=20et d(u,v)=0=u=v
2) O(u,v)OE2d@U,v)=d(v,u)
3) O(u,v,w)OE*d (u,v)<d (u,w)+d (w,v)

Propriété : d une distance de E
O(u,vW)OE® |[dUyv)-duw)<d@w)

Propriété : (exemple de référence)

JE
4= (xy) e ul, = Ty
||iRe - R

u=(xy) |, =[x+
| ].:R - R
u=(xy) > |ul,, =sup(¥ |y)

|| ||1 || ||2 et || ||0o sont des normes sur R2

d:E2 - R

Propriété : Si (E,N) est un ev hormé, alors
P EN) (u,v) = |N@u-v)|

Equivalence des normes
Proprieté : JulIR2

Jull, <ol ol <2lull, ol <lul, ol <2]ul, Jull, = V2|, Jull, < ul,

Ouverts de R?2
Définition : dans R2, d une distance associée da I'une des nor'mes” ||1 || ||2 et || ||m .Soit r >0 et allR2. La boule

ouverte de centre a et de rayon r est I'ensemble : $(a,r) ={u OR2d(@,u)< r}

Définition : Une partie X de R? est un ouvert si elle est la réunion d'une famille de boules ouvertes.
Propriété : U R2? ; U est unouvert SST Hall, Or>0,8@,r )0 U

IT Limite et continuité

1) Limite
Définition : Soit | R , on dit que | est limite de f en a lorsque & >0,[F > 0,0x00D ,(||x—aj| <r— | f(x )—|| < é‘)

Propriété : Si f admet une limite en a alors elle est unique.

Nicolas MAILLARD - PCSI 2006 / 2007 — Chrestien de Troyes (Troyes) 1 http://nicolas.sup.fr



2) Continuité
f:DOR2 . R allD

Propriété : f admet une limite en a
Si < et alors limf k = f &
allD o
Définition :

f est continue en allD lorsque lim f existe
X—a

f est continue sur U [0 D lorsque f est continue en tout point de U.

Propriété :

D O R? l R i R
a— f@)y¢@)
@ est définie et continue sur un
intervalleJ deR
f continue sub
f(D)OdJ

Alors{go f est continue sur

Propriété :Tintervallede R, ¢:1 - R f:DOR2-R ¢(1)0OD

v f
| OR - R2 R Si ¢ est continue en C 1 et f continue en a=¢/(C) alors f oy est continuen c.

Propriété : Si f est continue en a alors pour toute suite (x,) de D

lim x, =a=> lim f(x) = f(a

n - +co

1
Propriété : Si f ne s'‘annule pas sur D et f est continuen allD alors T est continu en a.
3) Continuité des applications partielles
f:DOR2- R
Définition : Soit a=(a,,a,)D
Des fonctions définies par f, (X) = f(x,a,) : f,,(X) = f(a,X) sont appelées fonctions partielles de f en a.

Propriété : Si f est continue en a alors fi, est continue en a; et f,,est continue en a,.
/I\ Attention, réciproque fausse /!\

IIT Dérivées partielles
1) Dérivées partielles premiéres

f définie sur un ouvert U de R2, & valeur dans R
u=(a,b)du
Or>0,8u,r)0U

Définition : Les dérivées des fonctions fi, en a et f,, en b lorsqu'elles existent, sont appelées les dérivées partielles
de f enu.

On les note : D, f (U) ou ﬂ(u) et D,f(u) ou ﬂ(u)
0x ay
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f f
Définition : Si 3—(u) et g—(u) existent en tout point u de 11, on défini les fonctions dérivées partielles de f sur U
X y

i:(U[]]qu]R g—;ZGUDRzaR
par‘:ax et
UHﬂl(l' un—>ﬂl(|'
ox 0 ‘

of of
Définition : On dit que f est C' sur U lorsque les fonctions x et EY sont continues sur R
X y

Définition : h % (0,0)
On dit que f admet une dérivée en u suivant h lorsque :
fnR-R

t—> f (0+th)
. +t.h) -
im f(u+t T) f(u)

est définie au voisinage de O, et est dérivable en O.

im est la dérivée de f en u suivant h. On la note (quand elle existe) D, f (u)
t£0

2) Etude Jocale

Théoréme : f C' sur l'ouvertll, u=(a,b)0U

f(a+h,b+h,) = f(a,b)+ hl%(u)+ hzg—;(u)+o(||h||)
avec o([n[) =|ne(h, h,) et e(h,h,) - O

Conséguence : Si f est C' alors f est continue.

Gradient en un point :

DéFinition : Le vecteur (% (u);g—; (X)J est appelé le gradient de f enu

R2 - R
hi-grad(f (1)) h

Définition : L'application linéaire est appelée la différentielle de f en u.

Propriété : D, f (u) = grad( f o )) h=d, (1): cest la dérivée de f en u suivant h.

Propriété . f,gClsur Ul ; AOR, uO
dAf +g), =Adf, + dy,

3) Extremum local
Théoréme : T :UOR2 - R, U ouvertde R?,fC'sur U, udU

Si f admet un extremum local en u, alors ﬂ(u) =0 et i(u) =0
0x oy

4) Dérivées partielles dordre supérieur

Définition : On suppose que f admet une dérivée partielle sur U : g—f avec | D{l, 2}
X.
j

f X X
Si g— admet une k*™ dérivée partielle en a (K D{l, 2} ) On dit que f admet une dérivée (k.j)*™ partielle seconde
X.
i
2

(a)

notée

ox0X;
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Théoréme de Schwartz :
f :IR2 . R définie sur un ouvert U de R2

2 2
Si f admet des dérivées partielles secondes ot et 4 en tout point de 1l.
oxdy  0yox
2 2
Et Si 0°f et 0°f sont continues en (a,b) U
oxdy  0yox
Alors

02f 02f
a,b)=——(a,b
ay( ) ayax( )

IV Intégrale double
1) intégrale sur un pavé

Définition :L'intégrale double sur P = [a, b] X[C,d] d'une fonction f définie sur P est :

jf :jj f(x,y)dxdy:_[(.[f(x,y)ddex

Théoréme de Fubini
f:P=[ab]x[cd] - R

b/d d/ b
Si f est continue sur P alors j j f (x, y)dxdy = j L j f (X, y)dy] dx = j [ j f (X, y)dxj dy
P a C Cc a

Propriété .

Si T(xY)=9g(x)xh(y)alors J.J' f(x,y)dxdy = J. g(x)dxx j h(y)dx

2) aire plane

Définition : On appelle compact élémentaire de R? une partie A de R? pouvant tre définie de 2 maniéres :

={(x,y)OR2 ;asx<b etuk)<ys<v}
={(x,y)OR2;c<y<d etr f)<x<sf}
u,v:[a,b] - R et r,s:[c,d] — R quatre applications continues

Théoréme de Fubini
A : Compact élémentaire ; f : Continue sur A

V(x) d( s(x)
jj f (x, y)dxdy = j [ j f(x,y)dy}dx: j ( j f(x,y)dx]dy

a\ u(x) c\ r(x)

Propriété :
¢p:CAR) - R

f i ”’f & y dixdy @ est une forme linéaire.
A

3) Changement de variable
Sous certaines conditions :

” f(x, y)dxdy = ” f (x(u,v),yUu,v))l——22 D(x,y)

D(u,v)

dudv
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